La enseihan=Za de las

matematicas. un problema
pendiente

«...Y, sin embargo, se pue- [
de ensefiar ciencia». Asi titula- £
ba Pozo (1987, p. 109) un ar-
ticulo que cerraba un estudio monogrifico sobre
el cambio conceptual y ensenanza de las ciencias
y cuyo primer parrafo no nos resistimos a trans-

cribir:

El cuadro que ofrecen en conjunto las in-
vestigaciones sobre la comprensién v el aprendi-
zaje de la ciencia por los adolescentes puede pa-
recer desolador a mds de un lector: los alumnos
ticnen serios problemas para aplicar correctamente
estrategias de pensamiento formal a tareas cienti-
ficas; aunque logren razonar formalmente eso no
les asegura la comprensian de los conceptos im-
plicados; ademds esa comprensién se ve obstacu-
lizada por la existencia de concepciones espontd-
neas muy persistentes, reacias al cambio y, por si
esto fuera poco, decididamente contrarias a los
conceptos que se les pretende enseiar; asi, la sim-
ple exposicion a esos conceptos no es suficiente
para que¢ 105 Cﬂmprcndan... pem [ﬂmpﬂcﬂ puc-
den habitualmente descubrirlos por si mismos; se
hace necesario disefiar unidades didicticas que al
tiempo que expongan los conceptos cientificos

bisicos induzcan un aprendizaje activo en los

alumnos...pero esas unidades no
siempre tienen éxito... En definiti-
va, tal vez ese profesor pesimista
pueda haber llegado a Ja conclusién de que la
ensefianza de la ciencia no es ya contraintuitiva
sino literalmente contra natura .Y, sin embargo,
nosotros pensamos que se puede ensefiar ciencia

a los adolescentes.

Si hemos recogido esta cita tan larga, es por-
que describe de manera brillante un escenario
que, aunque representa el panorama de la ense-
fianza de las ciencias experimentales, se ajusta
con precisién a lo que ocurre en el campo de la
ensefianza de las matemiticas: el fracaso en esta
disciplina se ha instituido como natural y coti-
diano en nuestras aulas.

En esta misma revista se presentan dos ar-
ticulos que reflexionan sobre la matematica y su
ensefianza. El matemdtico Eugenio Hernindez,
desde una perspectiva empirica y de interventor
en el quehacer matemitico, analiza el método hi-
potético-deductivo o5 el método de descubrimien-
to en relacion al trabajo profesional de los mate-
miticos v las implicaciones que esta dicotomia
puede tener para la ensefanza de la disciplina

(por ejemplo, la necesidad de un aprendizaje sig-
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nificativo de los conceptos). Por su parte, el psi-
cologo Antonio Corral, desde una perspectiva
tedrica y de observador del quehacer matemati-
co, analiza las dos formas de conocimiento mate-
mitico, la intuicién y la formalizacién, y pro-
pugna la necesidad de ir més alld de las operacio-
nes |6gico-formales para explicar la comprensién
matemitica de nuestros alumnos. A pesar de sus
diferentes lenguajes, diferentes niveles de andli-
sis y diferentes perspectivas epistemoldgicas, hay
una importante convergencia en sus conclusio-
nes: la matemitica no debe presentarse como una
ciencia totalmente cerrada; los alumnos deben
construir, a su medida y con las naturales restric-
ciones espacio-temporales, la matematica escolar
bajo la influencia educativa del profesor y en in-
teraccién con sus compafieros.

Como complemento y encuadre de estos dos
trabajos vamos a analizar en este articulo unas
cuantas cuestiones en relacion a la ensefianza de
las matemdticas que aparecen sistemiticamente
en la literatura: ¢l problema del curriculo mate-
matico, el papel de de los profesores y el proble-
ma de su formacién, el problema de los métodos
y actividades de ensefianza-aprendizaje y el pa-
pel del ordenador en la ensefianza de las mate-
maticas. Ademds, si contemplamos el proceso de
ensefanza-aprendizaje desde una perspectiva
multidisciplinar, donde convergen las aportacio-
nes de diversas disciplinas cientificas, conviene
reflexionar sobre la ensefianza de las matema-
ticas en interaccién con dos de estas disci-
plinas que consideramos relevantes y a las que se
refieren Herndndez y Corral: la epistemologia y
la psicologia educativa. En lo que siguc, ana-
lizaremos brevemente cada una de estas cues-

tiones.

1. Revision de
cuestiones polémicas en
la ensenanza de las
matematicas

I1.7. El problema del

curriculo de matematicas

Esti claro que los alumnos de secundaria han
de recibir una educacion matemitica pero no se les
puede ensefiar todas las teorfas matematicas, por tan-
to hay que seleccionar y secuenciar contenidos: éste
es el problema del curriculo. Esta seleccion se puede
hacer desde tres perspectivas o con tres criterios, no
siempre compatibles: epistemolégico, psicolégico y
sociologico. El curriculo tradicional descansa en la
disciplina académica mientras que las necesidades de
la sociedad y la psicologia se ajustan mejor a otros
enfoques curriculares. Lo que mds influye en el di-
sefio curricular es la tradicion (lo que siempre se
enseid) y el conocimiento del profesor; en cambio,
la motivacién del estudiante es un punto crucial en
la construccién curricular que se ignora con dema-
siada frecuencia.

La mayorifa de los profesores consideran que
las matemdticas escolares y el curriculo estin estric-
tamente fijados y jerdrquicamente organizados, de
acuerdo al caricter unificado de las matemdticas y a
su estructura l6gica. Desde tal perspectiva, disefian
sus actividades de clase segln la estructura de su
propio conocimiento matemdtico y presentan las
matematicas a los alumnos como un objeto ya he-
cho y de una manera simplificada.

Sin embargo, las fuentes de los curricula no
pueden descansar exclusivamente en la disciplina
misma porque la disciplina como una teorfa cerrada

se organiza seglin criterios logicos que no cubren el




amplio espectro de relaciones que estaban activas en
la fase de emergencia de la disciplina. Hay que cen-
trarse en ideas que sean intuitivamente accesibles
para que los pasos de formalizacion sean razonables
y no se restrinja la ensefianza sélo a conexiones 16-
gicas. Hay que utilizar medios de representacion
que scan mds ficiles de comprender y hay que inte-
grar la discusion sobre posibles concepciones errd-
neas de las teorfas lo cual se puede hacer mediante la
discusién en clase de paradojas y falacias que surgie-
ron en ¢l desarrollo histérico de las teorias matemd-
ticas. Los principios basicos del disefio curricular
deben ser: la propia disciplina, los intereses de los
estudiantes, sus prerrequisitos matematicos, la co-
nexién con sus propias ideas previas y la transferen-
cia de conocimientos, desde dentro hacia fuera del

aula y viceversa.

I1.2. El papel de los
profesores y el problema

de su formacion

Beyth-Marom y Dekel (1983) crearon y expe-
rimentaron un curriculo entero dirigido a mejorar el
razonamiento probabilistico. Uno de sus hallazgos
fue que los profesores que ensefiaban con ellos el
nuevo curriculo, tenian dificultades en comprender
algunos de los conceptos. Roseberry y Rubin (1989)
también han escrito sobre el problema de las con-
cepciones erréneas de los profesores cuando se in-
tenta una intervencién instruccional innovadora.
Estos investigadores encontraron que el conoci-
miento previo de estadistica de los profesores no
estaba estructurado para facilitar ¢l razonamiento y
consistia en simples formulas. Los problemas en-
contrados en ambas investigaciones alertan sobre la

importancia del profesor en cualquier innovacion

curricular que se proponga superar las concepciones
erroneas de los estudiantes; tenemos que tratar pri-
mero las ideas erréneas de los profesores si preten-
demos que sean competentes en la ensefianza que
imparten, dirigida muchas veces a superar los con-
ceptos erroneos de sus alumnos (Thompson, 1989).

Por otro lado, los intentos de introducir nue-
vos temas en la instruccion matemitica y de hacer
sugerencias concretas para la aplicacién en el aula
son frecuentemente sesgados en relacién al papel del
profesor. Por encima de todo, ¢l profesor es consi-
derado como un comunicador del conocimiento
matemdtico. Esto lleva a un esfuerzo de suministrar
los nuevos materiales de una forma detallada y pret-
a-porter para asegurar que se pueden integrar en la
ensefianza inmediatamente. Con demasiada frecuen-
cla, tanto los investigadores como los profesores tra-
bajan en base de esta comprensién limitada. Los
profesores implicitamente esperan actividades de
perfeccionamiento y formacion para utilizar inme-
diatamente ¢l material mientras esta actitud induce a
los educadores e investigadores a desarrollar suge-
rencias que se puedan aplicar directamente en el aula.

A nuestro juicio, la alternativa de preparar ma-
terial de ensefianza perfectamente estructurado y fi-
nalizado sin intervencién del profesor de aula, no es
una buena alternativa. Los problemas de compren-
sién de los estudiantes requieren una intervencion
activa del profesor y ajustes constantes de los mate-
riales de ensefianza. El profesor debe intervenir acti-
vamente en este proceso ya que debe conformarlo,
modificarlo, organizarlo y evaluarlo. Los problemas
con el material pret-a-porter han animado a los pro-
fesores mas motivados a desarrollar su propio mate-
rial. Este papel del profesor también se promovié
desde la perspectiva del aprendizaje escolar en fun-

cién del desarrollo cognitivo. Esta concepcién del
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proceso de ensenanza-aprendizaje ve al profesor
como un decisor activo y organizador de las activi-
dades de clase ya que es él quien estd familiarizado
con el conocimiento previo y las habilidades de sus
alumnos v las condiciones en el aula. Es tremenda-
mente atractiva y util la tarea de que cada profesor
intente desarrollar sus propios materiales didacticos
pero pﬁﬂsamos que es pOCO r{fﬂlista csperar que mu-
chos profesores desarrollen materiales completos
independientemente unos de otros.

Ambas visiones extremas del papel del profesor
no mejoran la ensefianza: ni es el profesor un mero
transmisor de la materia ensefiada ni es sensato con-
siderar a todo profesor individual como un disefia-
dor de curriculo. Las demandas y necesidades de la
ensefianza en el aula se deben tomar en considera-
cién cuando se desarrollan materiales v actividades
educativas y ello implica que no es posible hacer
sugerencias de ensefianza que ignoren al profesor.
Esta idea es la que ha guiado nuestra propuesta de
organizacién semi-claborada de materiales y de pre-
paracién de profesores que iban a intervenir en el
diseiio y experimentacion de una metodologia de
instruccién para la teoria de probabilidades basada

en un modelo de cambio conceptual (Sdenz, 1995).

I1.3. El problema de los
métodos y actividades de

ensenanza-aprendizaje

La enseiianza tradicional estd gobernada por la
idea de que el conocimiento matemdtico se puede
adquirir de un modo lineal. Esto significa que el
profesor debe definir inicialmente conceptos bdsi-
cos para poder introducir gradualmente los demds
elementos de conocimiento en su estructura. Se re-

quieren fundamentos fijos y claros conceptualmente

para asegurar el aprendizaje del conocimiento mate-
matico. La fundamentacion axiomdrica contiene, en
principio, todo este conocimiento que sélo tiene que
presentarse de modo aditivo. Dos estrategias de en-
sefianza se ajustan a este enfoque tradicional: la
concreta-ingenua y el enfoque légico, en términos
de Kapadia y Borovenik (1991).

En la ensefianza concreta-ingenua, el profesor
se orienta sobre todo a cultivar la intuicién, a hacer
la materia concreta y a ilustrarla por medio de ejem-
plos. La intenci6n es presentar la materia al alumno
subdividida en pequeiios segmentos de infomacién
y de modo que se pueda representar concretamente.
Este metodo de ensefianza se practica principalmen-
te en la primaria y a comienzos de la secundaria.

Dentro de la ensefianza secundaria se desarro-
lla otro método de enseianza, légico o estructural,
que enfatiza las conexiones matemiticas consisten-
tes. El modo de justificar y organizar el proceso de
ensefianza-aprendizaje consiste en supeditarlo a la
estructura interna del curriculo matemitico que estd
organizado de una manera consistente. Esta concep-
ci6n diddctica no implica que la estructura l6gica de
las matematicas se presente inmediatamente para ser
aprendida sino que el foco y orientacion de la ense-
fianza consiste en hacer explicita esta estructura. Este
método educativo se caracteriza por el caricter do-
minante del patrén pregunta y respuesta en la ense-
fanza directa, la ausencia de trabajo experimental v
prictico y también por el patron de ensefianza de
«los tres pasos» (presentar ejemplos, desarrollar re-
glas o técnicas matemdticas para los calculos v por
tltimo practicar esas reglas por medio de mds pro-
blemas o aplicaciones) (Dortler, 1984; Déorfler vy
McLone, 1986). Las consecuencias de este enfoque
estructural en la ensefanza son: 1) la tendencia a

proporcionar un monton de definiciones (v s6lo unos
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pocos teoremas y de éstos algunos triviales) lo cual
mata la motivacién; 2) la tendencia a definir cosas que
sistemdticamente no se usan; 3) la obsesion de utilizar
tantos términos especificos de la disciplina como sea
posible; v 4) el interés para conscguir formulaciones
definitivas, irrecusables desde el principio.

A pesar de esas diferentes perspectivas en los
dos tipos basicos de ensefianza tradicional, ambos
parten de la idea de que el conocimiento matemati-
co puede extenderse ¢ integrarse gradualmente en la
estructura global del curriculum sumando pequefios
elementos pieza a pieza. Por otro lado, ambos enfo-
ques ocultan el significado completo de los concep-
tos matematicos en cuanto que éstos ni son solo una
propiedad empirica ni son s6lo una propiedad ma-
temdtica sino la combinacién de esos dos aspectos.
Steinbring (1991) defiende esta tension entre aspec-
tos empiricos y tedricos y la no reductibilidad a uno
de ellos y afirma que cualquier intento de ensefiar
desde el principio una teoria matemdtica segin su
estructura axiomatica, lleva a una circularidad. Tlus-
tra esta afirmacion con el anilisis de las nociones
basicas de probabilidad y aleatoriedad: para poder
discutir sobre la aleatoriedad se debe tener previa-
mente un concepto de probabilidad que a su vez
exige ¢l concepto de aleatoriedad.

Una palabra sobre las actividades de ensenan-
za-aprendizaje: la tarea matematica desempenia un
importante papel tanto en la clase como en la com-
prension del profesor de lo que es la practica educa-
tiva matematica. Las tareas son las unidades mds
pequeiias de actividad de clase que permiten al pro-
fesor interrelacionar el contenido comunicativo-so-
cial de la instruccién con el contenido especifico de
la materia. Los profesores de matemiticas frecuen-
temente piensan y hablan sobre la ensenanza en tér-

minos de tareas; las tareas son, de alguna manera,

sus conceptos. Sin embargo, utilizan esos conceptos
pragmaticamente; esos conceptos estin altamente
entrecruzados con los requerimientos locales y pier-
den su significado sin este contexto. El uso apropia-
do de tareas requiere en principio mucha experien-
cia practica y esto se puede observar en lo que se
llama un buen profesor.

Las tareas matematicas que tienen sentido no se
presentan aisladas. Se conectan siempre a un contexto
de un problema mds amplio que comunica significa-
do y coherencia en un cierto grado. En este sentido
las tareas matematicas serias son distintas de rompe-
cabezas; no es una forma éptima de ensenanza m la
prescripcion de numerosos ejercicios rutinarios ni una
mezcla aleatoria de tareas vagamente ligadas entre si.
Steinbring (1991) desarrolla el concepto de sistema de
tareas que est entre esos extremos.

Para que varias tareas individuales formen un
sistema deben relacionarse a un objeto comiin aun-
que lo hagan desde diferentes perspectivas. Ademas,
las tareas deben ser andlogas entre s el concepto de
analogfa es de especial importancia para construir y
describir sistemas de tarea. Pélya (1981) y Freuden-
thal (1973) aconsejan la busqueda de problemas ana-
logos como una estrategia para resolver problemas
y explican que el elemento crucial de la analogia
descansa en la similitud de ciertos tipos de relacio-
nes. Dos estrategias importantes para construir ta-
reas andlogas son la de variar las constantes del pro-
blema y la de cambiar de modelo. Esas dos formas
de analogia representan distintos tipos de requeri-
miento al alumno: las tareas de un sistema que son
andlogas porque consisten en un simple cambio de
constantes, tienen el objetivo primario de desarro-
llar y consolidar destrezas; en el caso de un cambio
de modelo entre tareas andlogas, el énfasis se pone

en aspectos de comprension conceptual.
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En definitiva, ante la dicotomia: variable légica
de la matematica versus variable psicoldgica del alum-
no, en la ensefianza tradicional se prima la primera
variable y se descuida la segunda. En algunas pro-
puestas de innovacion de la ensefianza de las mate-
miticas, ocurre lo contrario; se focaliza exclusiva-
mente el proceso de ensefianza en ¢l alumno. Como
veremos posteriormente, nosotros defendemos un
enfoque instruccional que parte de una determinada
consideracion epistemoldgica de la matemitica y
propone una integracién de la variable légica y la
variable psicoldgica en un proceso de cambio con-
ceptual que tiene en cuenta las consideraciones que

acabamos de realizar.

1.4. El papel de los
ordenadores en la

ensenanza

El significado de los conceptos matematicos no
s6lo depende del nivel de la teoria y de su represen-
tacién sino también de los medios de trabajar con
ellos. Las herramientas para representar el conoci-
miento parecen tener un impacto considerable en la
adquisicién por los sujetos de este conocimiento.
Claramente la llegada de los ordenadores marca un
cambio significativo en estas herramientas y por tanto
debe provocar algiin cambio en el proceso de ense-
fianza-aprendizaje. Por ejemplo, tradicionalmente el
nimero 7 se ha definido como la razén de la longi-
tud de la circunferencia a su didmetro; en un contex-
to computacional T se puede definir como 4 veces la
probabilidad de que un dardo impacte en una diana
circular de radio 1 inscrita en un cuadrado y es muy
sugerente disefiar una simulacién por ordenador de
la situacién aleatoria implicada. Sin embargo, hasta

hoy, son muy pocos los estudios sobre la influencia

del ordenador en el aprendizaje y comprension de
las matematicas. Parece que esta situacion es tempo-
ral y segiin informa Shaughnessy (1992) hay gran
actividad en el campo, de la que se esperan resulta-
dos a corto plazo.

Hay un acuerdo casi universal entre los investi-
gadores que las simulaciones por ordenador, el tra-
bajo con hojas de cilculo y la utilizacién de ordena-
dores para realizar anilisis exploratorios de datos
son direcciones que deberfa indagar la educacion
matematica. El ordenador nos permite investigar si-
tuaciones mds reales que los ejercicios tradicionales
de clase, los cuales se plantean tratando de evitar el
salto que hay entre la complejidad de las situaciones
reales y las limitadas destrezas computacionales de
los estudiantes.

Ciertamente, los ordenadores han revoluciona-
do las pricticas de anilisis de datos y simulacién.
Un nuevo tipo de racionalidad se basa en la prueba
por simulacién. Los algoritmos iterativos o recursi-
vos llevan a una representacién de los problemas
diferente a la que producen los modelos y férmulas
cerradas que eran tradicionales en la matemitica.
Los métodos graficos y de visualizacion facilitan la
representacién de los modelos con diferentes nive-
les de abstraccién ofreciendo la posibilidad de inte-
raccion. La programacién implicada no es una mera
herramienta técnica sino que es un instrumento para
pensar. Todo esto puede llevar a una reestructura-
cién de las matemiticas desde un punto de vista
algoritmico (Papert, 1980).

Con todo, la literatura sobre la utilizacion de
los ordenadores en la ensefianza de las matematicas
proporciona muchas sugerencias diddcticas pero exis-
te poca investigacion empirica y evaluacion de la
utilidad de esas sugerencias. Esta investigacion es

absolutamente necesaria para conocer, por ejemplo,
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cémo se modifican las concepciones de los estu-
diantes cuando el proceso de ensefianza-aprendizaje
se realiza en un entorno de ordenadores. O cémo se
modifica el papel del profesor en un aula computa-
rizada en la que el profesor ya no es el Oriculo de
Delfos, de donde procede todo conocimiento, como

lo era en el aula tradicional.

2. Epistemologia y
estilos de ensenanza

A naturaleza del conocimiento matema-
L tico y la concepcién que el profesor tiene
de este conocimiento determinan el proceso de ense-
flanza en grado muy alto. Asi, el enfoque educacional
de simplificar la materia y explicarla consistentemen-
te se identifica con la estructura logica, hipotético-
deductiva, de las matemaiticas, tal como hemos tenido
ocasion de analizar en el apartado anterior.

NOSOITDS Peﬂsan]os que un cnfoque Epistemﬂ'
lgico alternativo, como el que representa Lakatos
(1981) que defiende la naturaleza cuasi-empirica de
las teorias matematicas, tiene profundas repercusio-
nes educativas y puede suponer el marco teérico de
una prictica educativa superadora de las deficiencias
tradicionales de la ensefianza de las matemticas.
Analicemos brevemente este enfoque.

Segtin la ortodoxia del empirismo l6gico, mien-
tras que la ciencia es « posteriori, sustantiva y falible,
la matemdtica es a prior, tautoldgica e infalible. Sin
embargo Lakatos (1981) defiende una asimilacién
radical de la matematica a la ciencia y muestra que el
empirismo e inductivismo matematico, no sélo res-
pecto al origen y método de la matematica sino tam-
bién respecto a su justificacion, estin mds vivos y
extendidos de lo que se pudiera pensar. Apoya sus
argumentos en la autoridad de expertos contempo-

rineos en filosoffa de la matemdtica: «Russell fue,
probablemente, el primer légico moderno que afir-
m6 que la naturaleza de la matematica y de la logica
pudiera ser inductiva. Russell, que en 1901 habia
proclamado que el edificio de las verdades matem-
ticas se mantenia incomovible e inexpugnable..., en
1924 pensaba que la légica y la matemdtica eran
exactamente iguales que las ecuaciones de la electro-
dindmica de Maxwell: ambas cosas son aceptadas
debido a la verdad observada de algunas de sus con-
secuencias [6gicas» (p. 43). Segiin Mostowski (1953),
la matematica sélo es una ciencia natural mis y Kal-
mar (1967) afirma que «la consistencia de la mayor
parte de nuestros sistemas formales es un hecho
empirico... ;Por qué no confesar que la matematica,
al igual que otras ciencias, se basa finalmente sobre,
y ha de ser contrastada en, la prictica?» (citados en
Lakatos, 1981, p. 47).

La epistemologia clisica ha modelado durante
dos mil afios su ideal de teorfa, cientifica 0 matema-
tica, sobre la concepcion de la geometria euclidea.
La teoria ideal es un sistema deductivo con una in-
yeccion de verdad indudable en la cispide (una con-
juncién finita de axiomas), de modo que esa verdad,
fluyendo desde la cispide hacia abajo, a través de
canales de inferencias vilidas, seguros y preservado-
res de la verdad, inunda todo el sistema.

El teorema de Gédel (1981) sobre la incomple-
titud de los sistemas formales acabé con la vieja
utopia axiomatica. Se admitia, de modo implicito,
que todas las ramas de la matematica se organizaban
a partir de un conjunto de axiomas susceptibles de
desarrollar sistemdticamente la infinita totalidad de
proposiciones verdaderas suscitadas. El trabajo de
Godel demostro que esta suposicion es insostenible.
El método axiomitico tiene limitaciones intrinsecas.

La aritmética ordinaria de los nlimeros enteros no
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pucde ser plenamente axiomatizada. Adn mds: es
imposible establecer la consistencia l6gica interna
de una amplia clase de sistemas deductivos a menos
que se adopten principios tan complejos de razona-
miento que su consistencia interna quede tan sujeta
a la duda como la de los propios sistemas.

Histéricamente, el que la ciencia, a pesar de los
ingentes esfuerzos que se hicieron, no pudiera orga-
nizarse en teorias euclideas supuso un gran golpe
para el racionalismo ultra-optimista. Resulté que las
teorias cientificas estaban organizadas en sistemas
deductivos donde la inyeccién crucial del valor de
verdad se encontraba en la base, en un conjunto
especial de teoremas. Pero la verdad no fluye hacia
arriba. El flujo légico importante en tales teorias
cuasi-empiricas no es la transmision de la verdad,
sino mds bien la transmisién de la falsedad, desde
los teoremas especiales ubicados en la base (enun-
ciados bdsicos) hacia arriba, hasta el conjunto de
axiomas (hipétesis). Hay que aclarar que una teorfa
que es cuasi-empirica segtin Lakatos puede ser em-
pirica o no-empirica en el sentido usual: es empirica
slo si sus teoremas bdsicos son enunciados espa-
cio-temporales cuyos valores de verdad vienen de-
terminados por el cédigo vigente del cientifico ex-
perimental. De una teorfa euclidea puede afirmarse
que es verdadera; de una teoria cuasi-empirica, a lo
sumo, que estd bien corroborada, pero es siempre
conjetural. Ademds, en una teoria cuclidea los enun-
ciados bdsicos verdaderos, que son los axiomas del
sistema deductivo, prueban el resto del sistema; en
una teoria cuasi-empirica los enunciados basicos ver-
daderos son explicados por el resto del sistema.

La metodologia de una ciencia depende en gran
medida de que dicha ciencia aspire a un ideal eucli-
deo o cuasi-empirico. La regla basica de una ciencia

que adopte el primer objetivo es la bisqueda de

axiomas autoevidentes, la metodologia euclidea es
antiespeculativa. La regla basica del segundo tipo de
ciencia es la bisqueda de hipétesis imaginativas y
audaces con una gran potencia explicativa‘y heuris-
tica; este tipo de ciencia invoca una proliferacién de
hipétesis alternativas para ser criticadas, la metodo-
logia cuasi-empirica es intrinsecamente especulati-
va.

La historia de las teorias cuasi-empiricas es una
historia de arriesgadas especulaciones y de refuta-
ciones dramdticas. Pero las nuevas teorias y las refu-
taciones espectaculares no se dan cada dia en la vida
de las teorias cuasi-empiricas. Existen periodos de
estancamiento cuando una sola teoria domina la es-
cena sin tener rivales o refutaciones reconocidas.
Semejantes periodos hacen que muchos olviden la
criticabilidad de los supuestos basicos. Teorias que
parecian contraintuitivas o degeneradas al ser pro-
puestas por primera vez, cobran autoridad. Se pro-
pagan ilusiones metodolégicas extraias: algunos
imaginan que los axiomas mismos empiezan a res-
plandecer bajo la luz de la certeza euclidea, otros
imaginan que los canales deductivos de la logica
elemental tienen el poder de retransmitir la verdad
inductivamente desde los enunciados bisicos hasta
los axiomas existentes. El ¢jemplo cldsico de perio-
do anormal en la vida de una teoria cuasi-empirica
es el largo dominio de la mecénica y de la teoria de
la gravedad newtonianas. El caricter paraddjico ¢
implausible de la teoria llegé a desesperar al mismo
Newton, sin embargo, tiempo después, Kant pensa-
ba que era autoevidente y otros filésofos de la cien-
cia creyeron que estaba probada inductivamente. El
peligro principal de estos engafios radica en que
ambos cambian el desafio y la aventura que supone
trabajar en la atmosfera de la critica permanente de

las teorias cuasi-empiricas por el embotamiento y la
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pereza de una teoria euclidea o inductivista, en la
que los axiomas estin mds o menos establecidos, y
donde la critica y las teorias rivales son reprimidas.

¢Acaso no es sugerente la propuesta lakatosia-
na que acabamos de resumir, como base de una epis-
temologia escolar que enmarque la adquisicion de
conocimiento matematico por el alumno como un
proceso de pruebas y refutaciones en el que predo-
mine el aspecto de descubrimiento sobre el aspecto
de justificacion que hay en la ciencia matematica?
Nosotros hemos utilizado el enfoque de Lakatos en
nuestra propuesta didictica para la teoria de proba-
bilidades, antes citada (Senz, 1995).

3. Teorias cognitivas y
estilos de ensenanza

A investigacién psicoldgica ha estudiado

desde diversas perspectivas los procesos
cognitivos en la comprensién y aplicacion de los
conceptos y leyes cientificas y nos parece que sus
hallazgos tienen implicaciones interesantes para el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matemiti-
cas.

Pozo, Gémez Crespo, Limén y Sanz (1991) afir-
man que ha habido en las dltimas décadas dos formas
fundamentales de investigar la comprension de la cien-
cia por los alumnos, que han tenido una gran influen-
cia en los desarrollos curriculares en el drea cientifica.
Se trata por un lado de la teoria piagetiana de las
operaciones formales (Inhelder y Piaget, 1955) que
analiza en este mismo nimero, con gran finura inte-
lectual, el profesor Antonio Corral en relacién a la
ensefianza de las matematicas; por otro lado se trata
del mds reciente enfoque de las concepciones alter-
nativas de los alumnos sobre los fenémenos cientifi-
cos (Driver, Guesne y Tiberghien, 1985).

Otro enfoque que nos parece muy sugerente es
¢l basado en la interaccién entre intuiciones y ma-
temdticas de Fischbein (1987). Este enfoque com-
parte con la perspectiva de las concepciones alterna-
tivas dos ideas esenciales, a saber:

a) Los alumnos tienen ideas intuitivas sobre los
fenémenos cientificos, previas a cualquier en-
sefianza cientifica; estas ideas previas (intui-
ciones primarias, para Fischbein) tienen su
origen en la experiencia cotidiana de los alum-
nos y por tanto gozan de un cierto valor pre-
dictivo, lo que las hace funcionales y persis-
tentes en la estructura cognitiva humana.

b) Ahora bien, algunas de estas preconcepcio-
nes o intuiciones se hallan bastante alejadas
del conocimiento cientifico y entran en con-
tradiccién con él, llevando al alumno a erro-
res sistematicos. Es por ello que ensefiar cien-
cia no es un proceso simple que consiste en
mostrar las teorfas cientificas para que los
alumﬂos laS aprendan, ignorand(} sus CODC&P’
ciones alternativas y primarias, sino que es
un proceso complejo que consiste en conse-
guir que los alumnos modifiquen o sustitu-
yan sus ideas intuitivas, pero firmemente
arraigadas, sobre los fenémenos naturales por
otros conceptos mds avanzados y mds proxi-
mos a las teorias cientificas admitidas; es de-
cir, el objetivo de la instruccién debe ser con-
seguir un revolucionario (en el sentido de
Kuhn, 1970) cambio conceptual. Para lograr
este avance o cambio conceptual de los alum-
nos es necesario conectar la ciencia con sus
concepciones espontaneas y con las experien-
cias cotidianas en la que éstas se basan, a par-
tir del reconocimiento del caricter construc-

tivo del aprendizaje.
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De las distintas teorias que acabamos de enun-
ciar se siguen distintas estrategias diddcticas. La me-
todologfa mds comin es la transmisién expositiva
en sus distintas formas (clase magistral, libro de tex-
to convencional, etc.); esta metodologia ignora las
ideas previas de los estudiantes y basa la ensefianza
tinicamente en la propia estructura de la materia. La
idea que subyace a este planteamiento es que si la
estructura de un contenido, por ejemplo analisis, se
presenta de un modo bien organizado en términos
de relaciones formales entre los conceptos cientifi-
cos, esto permitird que los alumnos desarrollen esta
estructura conceptual por si mismos. Hay que ad-
vertir sobre los problemas inherentes a este enfo-
que: las ideas previas pueden persistir a lo largo del
nivel universitario a pesar de dicha instruccién; se
puede producir una compartimentacion del pensa-
miento de los estudiantes, el conocimiento escolar
estd separado del conocimiento cotidiano y sola-
mente se usa para contestar problemas «escolares» o
preguntas de examen.

La estrategia didictica que se deriva de la con-
cepeidn piagetiana tiene como objetivo el facilitar al
alumno el dominio del método cientifico y no tanto
el de proporcionarle los contenidos de la ciencia; es
una estrategia de ensefianza por descubrimiento y
no una transmisién verbal de conceptos cientificos,
que no sélo es ineficaz sino contraproducente. En
lugar de ensefiar al alumno uno a uno los conceptos
cientificos, es mis eficaz proporcionarle la capaci-
dad de descubrirlos o construirlos por si mismos.

Desde el marco teérico de las concepciones al-
ternativas se cuestiona la ensefianza por descubri-
miento ya que no parece posible que los alumnos
generen o inventen en contextos de instruccion, por
muy adecuados que sean, los conceptos cientificos

bisicos. El alumno, por si sélo, a lo mds que accede

es a unas concepciones que se hallan bastante aleja-
das del conocimiento cientifico que se le intenta
transmitir v que, de hecho, obstaculizan seriamente
su adquisicién. Es decir, no se cuestiona la capaci-
dad de los estudiantes para investigar por si mismos
y extraer inferencias de sus observaciones, sino que
se afirma que los estudiantes no «descubren» nece-
sariamente lo que se pretende e incluso, en muchos
casos, usan la evidencia empirica para reforzar sus
nociones previas ms que para estimular el cambio.
Desde estas posiciones se postula que, para que se
produzca el cambio conceptual, es preciso que el
alumno reciba aquellas teorias cientificas que no sea
capaz de descubrir por si mismo. Ahora bien, para
que esa ensefianza receptiva sea eficaz ha de alejarse
radicalmente de la vieja ensefianza repetitiva tradi-
cional que conduce a un aprendizaje memoristico y
no significativo, manteniéndose dentro de posicio-
nes constructivistas y acompafidndose siempre de
ejercicios de descubrimiento y consolidacion de los
conceptos adquiridos (Ausubel, Novak y Hanesian,
1978).

4. Conclusiones

OMO se deduce de todo lo dicho hasta

aqui, la ensefianza de la matemdtica es un
problema pendiente de resolver porque su solucién
no es ficil. No hubiera sido necesario un andlisis
como el realizado a lo largo del articulo para llegar a
una afirmacién tan obvia como la que acabamos de
formular pero es que, gracias a este andlisis, sabe-
mos un poco mds acerca del problema de la ense-
fanza de las matemdticas. Por supuesto que no he-
mos encontrado el «camino real» que conduce a la
solucion y es posible que este camino ni siquiera

exista pero del andlisis realizado emerge, sobre todo,
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una idea que consideramos interesante explorar: la
idea de la integracion multitedrica y multidiscipli-
nar.

Desde la perspectiva psicolégica, parece facti-
ble integrar las tres tradiciones tedricas citadas en el
apartado anterior (teoria piagetiana, la teorfa sobre
la intuicidn de Fischbein y el enfoque de las concep-
ciones alternativas), no en el terreno de la ciencia
cognitiva, donde no es posible o por lo menos supe-
ra con mucho la pretensién de este trabajo, sino en
el terreno de las estrategias didacticas que es el cam-
po de aplicacién e integracién, el «banco de prue-
bas» tradicional, de las teorias psicologicas del apren-
dizaje.

Desde la perspectiva epistemolégica, la propues-
ta de Lakatos (1981) que revisamos en el apartado 2,
nos parece muy sugerente y consistente pero, al no
ser una teoria del aprendizaje, no contiene una re-

flexién explicita sobre los procesos cognitivos que

se producen en la comprensién y adquisicion de la
clencia matemitica por los estudiantes.
¢Funcionard un método de instruccién que se
base en la interrelacién explicita de una componente
epistemoldgica y una componente cognitiva? ;Que
integre la perspectiva de la disciplina a aprender (epis-
temologia) y la perspectiva del alumno que aprende
(psicologfa)? Un método de instruccion disefiado
con esta caracteristica, debe reflejar las implicacio-
nes diddcticas que se derivan de la reflexién histéri-
co-epistemoldgica sobre las teorias matematicas, de
la revisién de los paradigmas psicoldgicos més rele-
vantes sobre el pensamiento matematico y del andli-
sis de investigaciones empiricas sobre comprension
matemdtica de los adolescentes realizadas desde una
perspectiva didactica. Resumimos en la tabla siguien-
te dichas implicaciones para la ensefanza de la ma-

tematica en el nivel secundario.

PERSPECTIVA DE ANALISIS

IMPLICACIONES DIDACTICAS
ASPECTOS A TENER EN CUENTA EN EL PROCESO DE
ENSENANZA-APRENDIZAJE

histérico-epistemolégica

e las paradojas y falacias en el desarrollo histérico de
las teorfas matemiticas

psicolégica ¢ la concepcién de la tarea matemitica

¢ la concepcion del sujeto

¢ la concepcidn de la relacién sujeto-tarea
diddctica * la naturaleza contingente y constructiva del pensa-

miento matematico

* ¢l sistema de ideas personales en coexistencia (no
siempre pacifica) con el sistema formal de las teo-
rias matematicas

* la epistemologfa de la matemitica en ¢l aula

* las teorias cognitivas del aprendizaje y su influen-
cia en los estilos de ensenanza

<«<»



REFERENCIAS

AUSUBEL, D.P.,, NOVAK, ].D. Y HANESIAN,
H. (1978). Edscational psychology. A cognitive
view. New York: Holt, Rinehart y Winston.
Version castellana: Psicologia educativa. Méxi-
co: Trillas, 1983.

BEYTH-MAROM, R. Y DEKEL, S. (1983). A cu-
rriculum to improve thinking under uncertai-
nity. Instructional Science, 12, 67-72.

DORFLER, W. (1984). Actions as a means for
acquiring mathematical concepts. En Proc.
Eighth Intern. Conf. for the Psychology of
Mathematics Education (pp. 172-180). Syd-
ney.

DORFLER, W. Y MCLONE, R. R. (1986). Mathe-
matics as a school subject. En B. Christiansen,
A.G. Howson y M. Otte (Eds.), Perspectives
on Mathematics Education (pp. 49-97). Dor-
drecht: Reidel.

DRIVER, R., GUESNE, E. Y TIBERGHIEN, A.
(1985). Childrens ideas in science. Milton Key-
nes: Open University Press: Trad. castellana de
P. Manzano: /deas cientificas en la infancia y la
adolescencia. Madrid: Morata/MEC, 1989.

FISCHBEIN, E. (1987). Intuition in science and ma-
thematics. An educational approach. Dordre-
cht: Reidel.

FREUDENTHAL, H. (1973). Mathematics as an
educational task. Dordrecht: Reidel.

GODEL, K. (1981). Sobre sentencias formalmente
indecidibles de «Principia Mathematica» y sis-
temas afines. Obras Completas. Madrid: Alian-
za. (Original de 1931).

INHELDER, B. Y PIAGET, J. (1955). De la log:-
que de Uenfant & la logigue de l'adolescent. Es-

sai sur la construction des structures operatoires

formelles. Paris: P.U.F. Trad. castellana de M.T.
Cevasco: De la logica del ninio a la del adoles-
cente. Buenos Aires: Paidés, 1972

KAPADIA, R. Y BOROVCNIK, M. (1991). The
Educational perspective. En R. Kapadia y M.
Borovenik (Eds.). Chance encounters: probabi-
lity in education, (pp. 1-26). Amsterdam:
Kluwer.

KUHN, S. T. (1970). The structure of scientific re-
volutions, Chicago: The University of Chicago
Press.

LAKATOS, 1. (1981). Matemiiticas, ciencia y episte-
mologia. Madrid: Alianza Universidad.

PAPERT, S. L. (1980). Mind-Storms. Children, com-
puters and powerful ideas. New York: Basic
Books, Inc.

POLYA, G. (1981). Mathematical discovery. Nueva
York: Wiley.

POZO, J. L. (1987). ...Y, sin embargo, se puede ense-
fiar clencia. Infancia y Aprendizaje, 38, 109-113.

POZO, J. I, GOMEZ CRESPO, M. A., LIMON,
M. Y SANZ SERRANO, A. (1991). Procesos
cognitivos en la comprension de la ciencia: las
ideas de los adolescentes sobre la quimica. Ma-
drid: CIDE.

ROSEBERY, A. S. Y RUBIN, A. (1989). Reaso-
ning under uncertaintly: developing statistical
reasoning. Journal of Mathematical Behavior,
8, 205-219.

SAENZ, C. (1995). Intuicién y matemdtica en el
razonamiento y aprendizaje probabilistico.
U.AM. (Tesis doctoral no publicada).

SHAUGHNESSY, ]. M. (1992). Research in proba-
bility and statistics: reflections and directions.

En D.A. Grouws (Ed.), Handbook of research

L 52 J



on mathematics teaching and learning (pp. 465-
494). New York: McMillan Publishing.
STEINBRING, H. (1991). The theoretical nature
of probability in the classroom. En R. Kapadia
y M. Borovenick (Eds.), Chance encounters:
Probability in education (pp. 135-167). Ams-

THOMPSON, A. G. (1989). Learning to teach ma-
thematical problem solving: Changes in tea-
chers’ conceptions and beliefs. En R. Charles y
E. Silver (Eds.), The teaching and assessing of
mathematical problem solving (pp. 232-243).

Reston, VA: National Council of Teachers of

terdam: Kluwer. Mathematics.

La ensefianza de las matemdticas es un problema pendiente y polémico. Se analizan en este
articulo unas cuantas cuestiones que son sometidas a debate de manera sistematica y continua en la
literatura relativa a la educacién matematica: el problema del curriculo matematico, el papel de de los
profesores y el problema de su formacién, el problema de los métodos y actividades de ensenanza-
aprendizaje y el papel del ordenador en la ensefianza de las matematicas. Ademds, contemplando el
proceso de ensefianza-aprendizaje desde una perspectiva multidisciplinar, donde convergen las apor-
taciones de diversas disciplinas cientificas, se reflexiona sobre la ensefianza de las matematicas en interac-
cién con dos de estas disciplinas que se consideran relevantes: la epistemologia y la psicologia educativa.

Palabras clave: ensefianza de las matematicas, métodos, epistemologia, psicologia.

Abstract

The teaching of Mathematics is an unsolved and controversial issue. In this article some topics are
analyzed which are sistematically questioned in different publications about the teaching of Mathema-
tics such as the programmes of study, the role of teachers and their training, the different methods and
the teaching-learning activities, and the role of computers. This article also tries to make readers think
about the teaching of Mathematics and its relation with two other disciplines which are considered
relevant; epistemology and educational psichology. This relationship is so considered because the
teaching-learning process is regarded from a multidiscipline perspective where other scientific discipli-
nes influence the teaching of Matematics.

Key words: Teaching of mathematics, methods, epistemology, psichology.
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