El teorema de Ptolomeo.
Algunas contribuciones debidas
a matematicos espanoles

Introduccién

Ricardo Moreno Castillo

L aislamiento cientifi-

co en el que vivié Espafia hasta muy
entrado el siglo hizo que la mayor parte de la inves-
tigacin matemdtica consistiera, bien en trabajar cam-
pos muy periféricos donde la erudicién previa nece-
saria es minima (como la geometria del tridngulo),
bien en darle vueltas a los teoremas clisicos y en-
contrar nuevas demostraciones.

Revolviendo en la hemeroteca antigua de la Fa-
cultad de Matemiticas de la Universidad Complu-
tense y en los fondos de la Real Academia de Cien-
cias, encontré un nimero sorprendente de trabajos
dedicados a estudiar las propiedades de los cuadrild-
teros inscriptibles en una circunferencia. La mayo-
ria de ellos tratan sobre el teorema de Ptolomeo,
unos dando demostraciones nuevas, otros deducien-
do de él algunas férmulas de geometria elemental. El
presente articulo es un resumen de los mis significati-
vos, con unos breves datos biograficos de los autores.

Dada la escasez de material bibliogrifico que
nuestros matematicos tenian a su alcance, no es im-
posible que algtin resultado publicado en Espaiia ya
lo hubiera sido fuera. Esto no seria en absoluto pro-
ducto de un plagio, sino consecuencia casi inevitable

de la soledad intelectual en la que se movian los

cientificos espaiioles hasta hace

algo més de medio siglo.

Claudio Ptolomeo y su
teorema

Poco sabemos de la vida de Ptolomeo, tan sélo
que nacid en Egipto alrededor del afio 85d. de C. y
que residid en Alejandria, donde realizé sus estudios
astronémicos. Su obra fundamental es un tratado de
astronomia en trece libros, titulado Sintaxis Mate-
matica, basado en observaciones propias y en la tra-
dicién astronémica de griegos y babilonios. Para dis-
tinguirla de otro grupo de tratados astronémicos
debidos a diferentes autores, se referian a ella fre-
cuentemente con el superlativo griego megiste (la
mds grande), y al colocar el articulo en la traduccién
drabe quedd Almagesto, nombre con la que se cono-
ce desde entonces. El Occidente europeo tuvo las
primeras noticias de él a través de la Astronomia de
Boecio. La version latina mds difundida se debe a
Gerardo de Cremona (1114-1187), quien utilizé la
traduccién al drabe que en el siglo IX habfa hecho
al-Hayyay b. Yusuf a partir de un texto sirfaco.

La contribucién propiamente matematica de
Prolomeo anda dispersa entre sus escritos astroné-

micos. En el primer libro del Almagesto construye,
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con el fin de facilitar los cilculos trigonométricos,
una tabla de las cuerdas de los angulos centrales de
la circunferencia (la idea de utilizar la semicuerda
del dngulo doble, que hoy llamamos seno, aparece-
ria por primera vez en un texto sanscrito del siglo
V). Uno de los teoremas que usa en la elaboracion
de su tabla, y que desde entonces se conoce como
teorema de Prolomeo, dice asi: En cualquier cua-
drildtero convexo inscrito en una circunferencia
siempre sucede que la suma de los productos de los
pares de lados opuestos es igual al producto de las
diagonales. La demostracién més conocida es la

siguiente:

Figura 1 Figura 2

Trazamos desde B una recta de tal manera que
los dngulos ABD y EBC sean iguales (ver figura 1).
Claramente son semejantes las parejas de tridngulos

BCE y BDA, ABE y DBC. De cada una de estas

semejanzas se deducen las igualdades siguientes:

AD BC = CE BD
ABDC =AEBD

que sumadas miembro a miembro dan lugar a:
AD BC + AB DC = (AE + EC)BD = AC BD,
que es lo que pretendiamos probar.

Si AC es un didmetro de la circunferencia y

escribimos el teorema de Ptolomeo en funcién de

los dngulos p y q (ver figura 2), llegamos a lo si-
guiente:
ADBC + ABDC

cuerdade (p+q) = DB = =
AC

cuerda(180° - q) cuerda(p) + cuerda(180° - p) cuerda(q)

didmetro

Mediante esta férmula y otras semejantes, y
partiendo de dngulos cuyas cuerdas son ficiles de
calcular, pudo elaborar Ptolomeo una tabla de las
cuerdas de todos los arcos desde 1/2° hasta 180°, de
medio grado en medio grado, y que es en esencia lo
mismo que una tabla actual de senos desde 1/4°
hasta 90° de cuarto de grado en cuarto de grado. No
sabemos lo que los métodos de Ptolomeo deben a
Hiparco de Nicea (de quien dice Tedn de Alejandria
que escribid un tratado en doce libros sobre las cuer-
das del circulo), y en todo caso ignoramos la magni-
tud de la deuda. Lo cierto es que el Almagesto so-
brevivié y su tabla de cuerdas fue una herramienta
imprescindible para los astrénomos durante mds de

mil afios.
Eduardo Ledén y Ortiz

En 1877 fue publicado en la Revista de la Socie-
dad de Profesores de Ciencias un trabajo de Eduar-
do Leén y Ortiz, donde se deducen algunas conse-
cuencias elementales del teorema de Prolomeo. El
profesor Leon y Ortiz habia nacido en Valencia en
1846 y era licenciado en ciencias exactas. En el afio
de aparicion de su articulo trabajaba como ayudante
en el Observatorio Astronémico y Meteoroldgico
de Madrid. Ese mismo afio gang la citedra de dlge-
bra superior y geometria de la Universidad de Gra-
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Figura 3

nada, al siguiente pasé a la de Valencia y a partir de
1882 fue catedritico de geodesia de la Universidad
Central. Ademis de varios trabajos de investigacion,
publicé unos Elementos de Mecinica y tradujo el
tratado de geodesia de Clarke.

Considera Leon y Ortiz en el citado articulo
un tridngulo ABC y su circunferencia circunscrita,
y supone en primer lugar que el dngulo A es agudo
(figura 3). Trazamos desde B una paralela al lado
AC, que corta a la circunferencia en ¢l punto D.
Como los tridngulos ABC y CDA son iguales, el
teorema de Ptolomeo da lugar a que:

BC?=BA?+ CADB.

Tirando desde B las rectas BQ (paralela a DC)
y BP (perpendicular a CA), resulta:

DB = CQ = CA — 2AP.

Sustituyendo esta tltima igualdad en la ante-

rior, tenemos lo siguiente:
BC*=BA*+ CA*—2CA AP,
que es la expresion de un clisico teorema: En cual-

quier triangulo, el cuadrado de un lado opuesto a un

angulo agudo es ignal a la suma de los cuadrados de

Figura 4

Figura 5

los otros dos menos el doble del producto de uno
cualguiera de estos lados por la proyeccion del otro
sobre él.

Si el dngulo A es obtuso, un razonamiento muy
parecido hecho sobre la figura 4 da lugar a esta otra
igualdad:

BC?=BA’ + CA? + 2CA AP,

que también es un teorema muy conocido: En un
triangulo obtusangulo, el cuadrado del lado opuesto
al dngulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos ms el doble del producto de uno
cualguiera de estos lados por la proyeccion del otro
sobre él.

Si A es un dngulo recto, es muy ficil ver que el
teorema de Ptolomeo da directamente el de Pitdgoras
(ver figura 5). Estos tres teoremas son a su vez casos
particulares del teorema del coseno.

El demostrar estos teoremas mediante el de
Prolomeo tiene la ventaja de que ciertas proposicio-
nes que normalmente se utilizan para demostrarlos,
pueden ahora ser deducidas como corolarios suyos.
Como ejemplo demuestra Ledn y Ortiz el que la
altura de un tridngulo rectdngulo es media propor-
cional entre los segmentos que determina sobre la
hipotenusa, y también el teorema segtin el cual para

cada par de lados de un tridngulo es constante el
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producto de la longitud de cualquiera de ellos por la
proyeccién del otro sobre él.

Ignacio Beyens

Llamamos hoy férmula de Herédn a la expre-
sién del drea de un tridngulo en funcién de sus la-
dos: si p es el semiperimetro de un tridngulo de

lados a, b y ¢, su superficie es:

S =4p (p-a) (p-b) (p-¢).

Se la conoce por este nombre porque aparece
por primera vez en la Dioptra de Herdn de Alejandria
(de quien solo tenemos datos inciertos, aunque es
muy probable que viviera en esta ciudad en el siglo 1
de nuestra era). Hoy sabemos por fuentes drabes
que la formula procede de Arquimedes, y si la en-
contramos en la Dioptra es posiblemente debido a
una interpolacién. En el siglo VII el matemitico
indd Brahmagupta descubri6 una generalizacién del
teorema de Herén vilida para cuadriliteros
inscriptibles y que es una de las mis bellas conse-
cuencias del teorema de Ptolomeo. La superficie de
un cuadrildtero ciclico de lados a, b, c y d v

semiperimetro p es:

S =4/(p-a) (p-b) (p-¢) (p-d) .

La oscuridad de los textos impide saber si
Brahmagupta era consciente de que su férmula no
era vilida para cualquier cuadrilitero (Baskhara, otro
matemdtico indi cinco siglos posterior, ignoraba esta
limitacién), pero si sabia que haciendo d = 0 lo era
para tridngulos.

Una demostracién del teorema de Brahmagupta
aparecié publicada en 1903 en la Gaceta de Mate-

miticas Elementales en un articulo firmado por Ig-
nacio Beyens, de quien tan sélo puedo decir que por
esas fechas era teniente coronel de ingenieros. Es un
trabajo de divulgacién, donde el autor da a conocer
una demostracion que habia encontrado en algunos
tratados alemanes y que le parecid poco conocida en
Espaia. No es pues una aportacién original, con
todo vamos a darla porque tiene un cierto interés.
SeaAB=2a,BC=b,CD=¢,DA=d,AC=m
y BD = n. Desde B y D trazamos perpendiculares a
la recta AC, que la cortan en los puntos Py Q
respectivamente, y desde D trazamos una paralela a

AC, que encuentra a la recta BP en el punto H (ver

figura 6).

Fignra 6
Claramente vemos que sucede lo siguiente:

§u X B+ I)Q)m=%BH - :%m‘lnz- PQ? .

1| =

Suponiendo que P y Q son interiores al cuadri-
ldtero (en caso contrario el razonamiento que viene a
continuacién solo necesita una pequeiia modificacion),
aplicamos a los tridngulos ABC y ADC el primero de

los teoremas demostrados en el apartado anterior:
b*=a’+ m* — 2m AP, ¢* = d* + m* — 2m AQ.

Despejamos AP y BQ y restamos ordenada-

mente las expresiones asi obtenidas:
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a2 - b2 + 2 - &2

PQ=AP-AQ=

2m

Sustituyendo este valor de PQ en la expresion a
la que habiamos llegado para la superficie, y hacien-

do unas cuentas muy sencillas, tenemos que:

S:%‘J(Zmn+al-b3+c2-d2) @mn-2+b2-2+d).

Esta férmula vale para cualquier cuadrilitero.
Si es inscriptible, veremos cémo se convierte en la
de Brahmagupta. En efecto, sustituyendo (en virtud
del teorema de Ptolomeo) mn por ac + bd, resulta:

S AL+ - (- b+ -G =

—i—-{(a-!-c+b-d)(a+c-b+d)(b+d+a~c)—(b+d-a+c)

={(p-3)(p-b)(p-)(p-d).
Alonso Thibinger

Alonso Thibinger fue un padre marianista de
origen alsaciano, afincado desde muy joven en nues-
tro pais. Durante su muy larga vida desempeiié di-
versos cargos, casi todos relacionados con la ense-
fianza, en distintas casas y colegios que su congrega-
cién tenia diseminados por Espaiia. Habia nacido en
el pueblo de Schletstadt en 1870, y a los ventitin
aios lo enviaron sus superiores al postulantado ma-
rianista de Escoriaza, en el Pais Vasco. En 1903 soli-

citd y obtuvo la nacionalidad espaiola’.

1 Este breve resumen biogrifico procede de un libro escri-
to por Victoriano Mateo y que me facilito don Abilio Fraile. A ¢l
y al director del Colegio del Pilar agradezco la amabilidad que
me dispensaron cuando me acerqué a ellos en busca de datos
sobre la vida de don Alonso.

De todas las asignaturas que Thibinger impar-
ti6 durante sus épocas de profesor, era la matemati-
ca su predilecta, aunque sus distintas ocupaciones
dentro de la orden no le permitieron dedicarse a ella
sino muy tangencialmente. Con todo, ademds de
fama de excelente profesor, dejé algunos articulos
de investigacion publicados en diversas revistas ma-
temiticas espaiiolas. De algunos de ellos vamos a
ocuparnos ahora.

En 1903, durante su etapa de Escoriaza, publi-
¢6 don Alonso en la Gaceta de Matemticas Ele-
mentales un trabajo titulado «Aplicaciones notables
del teorema de Luchterhand», donde deduce la fér-
mula de Ptolomeo de un teorema que el profesor
Luchterhand de Konigsberg habia publicado en el
Journal de Crelle sesenta afios antes. Dicho teorema
afirma lo siguiente: En todo cuadrilatero inscriptible,
st se multiplica el cuadrado de la distancia de un
vértice a un punto cualguiera P del plano, por el drea
del tridngulo formado con los otros tres vértices, la
suma de los productos referentes a dos triangulos que
tienen por base una misma diagonal, es igual a la
suma de los productos relativos a los dos triangulos
cuya base comiin es la otra diagonal. Dicho mds

brevemente (ver figura 7):

Figura 7

PA? [BCD] + PC? [ABD)] = PB! [ADC] + PD? [ACB]
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(donde los corchetes significan la superficie del tridn-
gulo).

Ahora bien, el drea de un tridngulo es igual al
producto de las longitudes de sus lados dividido por
el doble del didmetro de la circunferencia circuns-
crita, por tanto el teorema de Luchterhand puede

ser escrito de esta otra manera:
PA? ben + PC? adn = PB? cdm + PD? abm.

Si colocamos el punto P en el vértice D, la
tiltima igualdad se convierte en esta otra:

d? ben + ¢? adn = n? cdm,

que simpiflicada por ned se convierte en el teorema
de Prolomeo.

Si situamos ahora al punto P en el centro de la
circunferencia circunscrita, llegamos a la férmula si-

guiente:

m ad + bc

n  ab+cd

que es la expresién de lo que algunos textos llaman
el segundo teorema de Ptolomeo: En todo cuadrild-
tero inscriptible, las diagonales son proporcionales a
las sumas de los productos de los lados que parten de
sus extremos. De él se deducen ficilmente las f6rmu-
las que dan el valor de la relacién de dos lados opues-
tos:

a bn -dm b

¢ bm-dn’ d

an - cm

am-cn
En 1913 publicé Thibinger en la Revista de la
Sociedad Matemdtica Espariola un segundo trabajo

sobre el mismo tema. Repite en él las demostracio-

nes de los teoremas de Ptolomeo a partir del de

Luchterhand (quizds considerando la escasa difu-
sién que habia tenido la Gaceta de Matematicas Ele-
mentales) y llega a nuevas formulas para el cuadrild-
tero inscriptible. Hablaremos tan sélo de una de
ellas, la dnica que utiliza el teorema de Ptolomeo y
que proporciona la superficie del cuadrilitero en
funcion de los lados y del didmetro f de la circunfe-
rencia circunscrita. Consideramos las dreas de los

tridngulos que tienen por base las diagonales:

abm dan
[ABC]= = [DAB] = =

dem cbn
A = =
[aED] 2f 1REE) 2f

Sumando miembro a miembro las dos igualda-
des de la izquierda y las dos de la derecha, llegamos
a estas otras dos:

(ab +cd)

m n(ad + cb)
[ABCD] = — R

ABCD] =
(ABCD] e

que multiplicadas miembro a miembro dan lugar a

esta otra:

mn (ab + cd) (ad + cb)

2.
[ABCD] =

Sustituyendo mn por ac + bd y haciendo raices
cuadradas en ambos miembros llegamos a la formu-

la buscada:

4(ac + bd) (ab + cd) (ad + cb)
2f

No es tan bonita como la de Brahmagupta, ni

[ABCD] =

tan (til, porque necesita de mds datos, pero también
es curiosa. Ademis generaliza la férmula para la
superficie de un tridngulo que hemos usado en su

demostracién (aunque no queda claro si don Alonso
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se daba cuenta de esto). En efecto, haciendo D = C
(y por tanto d = 0):

[ABC] = Jacabcb = ﬁ-
2f 2f

Augusto Krahe

Augusto Krahe nacié en Sevilla el afio 1867,
hijo de un alemén afincado en Espafia. Comenz4 la
carrera de ingeniero de caminos, que abandon an-
tes de acabar por su discrepancia con algunos profe-
sores. Con un grupo de amigos fundg el periddico
Madrid Cientifico, en un intento de renovar el am-
biente intelectual espaiiol, y para vivir se dedicé a la
ensefianza privada. Cuando una reforma de los pla-
nes académicos cred la seccién de Exactas dentro de
la Facultad de Ciencias, retomé los estudios y obtu-
vo el grado de licenciado. En 1906 gan la citedra
de geometria descriptiva de la Escuela Industrial de
Madrid, que desempeiié hasta 1930, afio en que
murid.

Publicé numerosos articulos en revistas espa-
flolas y extranjeras. En el tltimo de ellos, aparecido
en la Revista Matemdtica Hispano Americana en
1926, da una demostracion del teorema de Prolomeo
haciendo uso de los nimeros complejos. Considera
para ello los cuatro vértices A, B, C y D de un
cuadrilitero convexo colocados sobre el plano de
Gauss, de modo que representen cuatro nimeros
complejos z, z,, 2,y z,.

Desarrollando el primer miembro de la identi-

dad:

Z,~2 Z,-2, Z,-17 =0

%~ 2, z,-2, %2

D

Figura 8

llegamos a esta otra:
(2,-2)(z,-2) +(z2,-2) (2,-2)) = (2,-2)) (2, - 2,).

Como la suma de los médulos de los sumandos
es mayor o igual que el médulo de la suma, tenemos

que:
AB CD +BC AD 2 AC BD,

lo que significa que en cualquier cuadrilitero con-
vexo la suma de los productos de los pares de lados
opuestos es mayor o igual que el producto de las
diagonales. La igualdad se da cuando la diferencia
de los argumentos de los sumandos del primer miem-
bro sea multiplo de 2m, y esto pasa si el cuadrildtero
es inscriptible. En efecto, en ese caso sucede lo si-
guiente (ver figura 8):

argumento AB — argumento AD = A,
argumento BC — argumento CD =
7 + argumento CB — argumento CD =
t+C=n+(A—m=A,

con lo cual ya tenemos que:

argumento AB + argumento CD = argumento BC +
argumento AD.

L 53



Entonces la desigualdad se convierte en igual-
dad y llegamos al teorema de Prolomeo.

Algunos trabajos mas

Otros trabajos se publicaron en Espaiia sobre
el cuadrilitero inscriptible, pero no basados en el
teorema de Ptolomeo. En 1913 aparecid un articu-
lo de Alonso Thibinger en la Revista de la Socie-
dad Matematica Espariola, en el que deduce algu-
nas propiedades del cuadrilitero ciclico partiendo
de consideraciones proyectivas. En 1944 publico
Rogelio Masip en la revista Matemdtica Elemental

un trabajo donde demuestra varias formulas de las
distancias entre los elementos del cuadrilitero
inscriptible y llega, mediante razonamientos
trigonométricos, a la misma férmula para la super-
ficie a la que habia llegado Thibinger. En el mismo
afio y la misma revista demostré E. Pajares la fér-
mula de la relacién entre las diagonales del cuadri-
latero inscriptible. En un articulo publicado en 1948,
también en Matematica Elemental, y firmado por
José M* Orts, se relacionan las condiciones para
que cuatro puntos estén en una circunferencia con
las condiciones de equilibrio de un cierto

paraboloide de revolucion.
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piedades del cuadrildtero inscriptible. Revista de

Este articulo trata sobre la historia del teorema de Prolomeo en Espaia y el interés que despert6
en varios matematicos espafioles. Algunos de ellos, como Leon y Ortiz, Beyens, Thibinger y Krahe,
trabajaron sobre €| encontrando nuevas demostraciones, deduciendo corolarios o divulgando resulta-
dos poco conocidos.

Palabras clave: historia, matematicas, Ptolomeo.
Abstract

This article is about the History of Ptolomeo’s theorem in Spain and the interest it aroused in
various Spanish mathematicians. Some of them, like Leén y Ortiz, Beyens, Thibinger y Krahe,
worked on it finding new demonstrations, deducing new corollaries or spreading some of its results.

Key words: history, mathematics, Ptolomeo.
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