El US© de la historia de las
matematicas en clase:
el ejemplo de 1a cartografia
v la navegacion

Introduccién

L

estudiantes consagran a las Matemdticas prictica-

Bartolomeé Barcelo

AS Matematicas ocu-

pan un lugar principal en la escuela. Los

mente todos los afios de su ensefianza primaria y
secundaria. Por otro lado, esta asignatura ha demos-
trado ser un obsticulo para que muchos estudiantes
pudiesen completar sus estudios en la escuela. Hace
tan s6lo unos dias, una madre de familia me pregun-
taba por qué hay tantas Matematicas en los planes
de estudio, al menos una por afio, y si no se podrian
sustituir por otro tipo de ensefianzas. Su pregunta
era mis bien una queja, porque a continuacion afir-
maba que eran motivo de fracaso para muchos estu-
diantes y que atin en el caso de un estudiante prove-
choso, éstas eran algo initiles por ser un conjunto
de técnicas y simbolismos que luego se olvidaban
facilmente. Su observacién es interesante porque es
el tipo de cuestién que se plantean muchos padres e
incluso educadores.

La respuesta a mi entender es clara. Asi como
lo puedan ser la Historia o la Literatura, las Mate-
méticas forman por una lado una parte importante
de nuestra cultura y por otro son una de las pocas
asignaturas que obligan a pensar, siendo ello como

un entrenamiento mental. Si se toma como adecua-

do este punto de vista entonces
entonces estd también mds o me-
nos claro como proseguir.

Han formado parte de la cultura como un desa-
fio al intelecto humano. Ejemplos hay muchos, pon-
gamos unos cuantos. El descubrimiento de los ni-
meros irracionales, que echd abajo toda una filoso-
fia del mundo e hizo obsoletos muchos de los razo-
namientos geométricos de la Antiguedad. Los pro-
blemas cldsicos de los griegos de la duplicacion del
cubo, la triseccién del dngulo y la cuadratura del
circulo han sido una guia y estimulo constante para
sabios de todas las épocas hasta quizis finales del
siglo pasado, cuando F. Lindemann demostré la
tracendencia del nimero 7 en 1882. Los turbulentos
episodios renacentistas de Tartaglia y Cardano refe-
rentes a la resolucion de las cibicas, etcétera, etcéte-
ra. Ahora bien, ; Contienen nuestros planes de estu-
dio estos hechos? Yo diria mds bien que no. Aunque
tampoco ello es esencial, ya que el educador o pro-
fesor de Matematicas los puede ir incorporando
como ejemplos o anécdotas que vayan enriquecien-
do el proseguir del dia a dia del programa de la
asignatura. El plan de Matemdticas de la educacion
primaria o secundaria deberia satisfacer las necesi-
dades de todos los alumnos, contribuir a la forma-

cién del estudiante en general y ofrecer preparacién
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profesional a quienes usarin mds tarde las Matema-
ticas, como los ingenieros y cientificos ya que son la
base de nuestra civilizacién tecnolégica, o también
por ejemplo para las Ciencias Econémicas y Socia-
les, que pueden hacer progresivamente mds uso de
las Matemiticas en el futuro.

Sobre el hecho de que las Matematicas son una
de las pocas asignaturas que obligan a pensar no
vamos a hacer ninglin comentario, ya que parece
fuera de toda duda el bien que hace en la formacién
de una persona, en nuestro caso de un estudiante, el
tener una mente abierta, clara y juiciosa capaz de
afrontar los problemas que vayan apareciendo a lo
largo de la vida.

Uno de los defectos que mds se observan en los
libros de texto de las Matematicas es el excesivo uso
del simbolismo y las nomenclaturas. Este verano
pasado mantuve una conversacién con una profeso-
ra de escuela en la especialidad de Matemdticas, en la
que me decia que las Matemiticas son sélo simbolos
y su manejo. Ni que decir tiene que me apend seria-
mente y me dejo preocupado el hecho de que una
educadora pueda pensar asi. Morris Kline, en su
libro El fracaso de la matemadtica moderna expone
las siguientes reflexiones que suscribimos plenamen-
te: «El simbolismo puede servir para tres fines. Pue-
de comunicar eficazmente las ideas, puede ocultar
las ideas y puede ocultar la ausencia de ideas. A
menudo parece como si algunos de los textos de
Matemiticas usasen el simbolismo para ocultar la
pobreza de ideas. En otros casos, el propdsito de su
simbolismo parece ser el de hacer inescrutable lo
evidente y evitar asi su comprensién ... Las ideas y
los argumentos con los que trabaja un matemitico
tienen una realidad fisica, intuitiva y geométrica
mucho antes de ser expresados mediante simbolos.

Vemos entonces que los simbolos de las Matemati-

cas, como las notas musicales, son simplemente una
escritura artificial sin significado intrinseco.»

A lo largo de los dltimas décadas ha habido
numerosos intentos en reformar y cambiar los pla-
nes de estudio para hacerlos mds interesantes y mds
adecuados para la formacion de los estudiantes. Uno
de ellos fue €], a nuestro juicio nefasto, experimento
educativo que se llamé no muy apropiadamente, la
matemdtica moderna. Otras corrientes mds actuales
han intentado utilizar las calculadoras y las nuevas
tecnologias como herramienta importante en la en-
sefianza matemdtica. Probablemente de un poco igual
cuales sean los contenidos de los planes de estudio.
Lo realmente importante es saber transmitir el buen
gusto y el placer que hay detrds de las buenas ideas
matemiticas. Esto es porque mds que un conjunto
de conocimientos, es ms importante tener una mente
preparada para saber afrontar los problemas. En este
sentido hay textos que podriamos denominar va cli-
sicos, escritos por unos de los mds importantes ma-
temdticos y profesores de este siglo, que deberfan
ser un modelo para todos los educadores. Por ejem-
plo Elementary Mathematics from an Advanced
Standpoint de Félix Klein, ; Qué es la Matemdtica? de
R. Courant y H. Robbins, o los escritos del espaiol y
luego exiliado en Argentina, Julio Rey Pastor. No
estarfa demds tampoco echar la vista atrds y recordar
que el plan de la escuela de los Pitagéricos, el
Quadrivium, consistia en el estudio de la Aritmética,
Geometria, Miisica y Astronomia, a los que en la
Edad Media se afiadi6 el Trivium consistente en Gra-
mitica, Logica y Retdrica. Estas eran las siete artes
liberales que se consideraron como los conocimien-
tos que debia tener toda persona educada.

Una propuesta para mejorar la calidad de nues-
tra ensefianza, es usar la Historia de las Matemati-

cas. Se pueden hacer comentarios histéricos, incor-
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porar anécdotas y adaptar los ejemplos y ejercicios
que usemos con problemas que hayan tenido cierto
interés o relevancia histérica. De este modo, ademds
de hacer amena e interesante la clase afrontamos
directamente el objetivo de aprender Matematicas
dando al mismo tiempo una formacién cultural. Se
podria organizar algtin seminario o grupos de traba-
jo de acuerdo con este fin. Una posible lista de te-

mas es la que sigue:

1. La construccién de los poligonos regulares con
regla y compés.

2. La sucesién de Fibonacci y la seccién atirea.

3. Tartaglia, Cardano y la controversia de la cibica.

4. Arquimedes y su método. Sobre la esfera y el
cilindro.

. La cicloide.

. Mapas y proyecciones de mapas.

. La espiral logaritmica.

. La historia del nimero m.

o ooco N~ o Wn

. El problema de la braquistocrona.

10. El Teorema de Morley.

11. Como transformar movimiento circular en rec-
tilineo. El «linkage» de Peaucellier.

12. Huygens y el péndulo cicloidal.

13. Las matemiticas y la musica.

14. La controversia de la cuerda vibrante.

Las Matematicas de la
cartografia y la
navegacion

Uno de los temas mds fascinantes, en parte po-
pularmente desconocido, relacionados con las Ma-
tematicas es la historia de la cartografia y de la nave-
gacién. Vamos a exponer sin extendernos demasia-

do las principales ideas de esta relacion.

Nuestro relato empieza con Pitagoras de Samos
(560-480 a.C.). Como es sabido Pitagoras se estable-
cié en Crotona, una ciudad al sur de Italia, y alli
fundd una sociedad secreta religiosa y filoséfica. No
s6lo descubrié su famoso Teorema, sino que esta-
blecié una mistica relacién entre los nimeros natu-
rales y los movimientos de los planetas y las armo-
nias musicales. Pitdgoras jugaba con piedras a orillas
del mar, y de sus disposiciones geométricas demos-
traba teoremas. Utilizando los nimeros cuadrados

se observa por ejemplo que

14345+ ... +H(2n+1)=(n+1)

b—I 4

Figura 1

Su escuela descubrio también la existencia de
los mimeros irracionales, provocando con ello una
de las mds importantes crisis que ha tenido la Mate-
matica.

En el tema que aqui nos interesa Pitagoras fue
el primero en descubrir que la Tierra era en realidad
redonda y no plana. De como dedujo este hecho es
desconocido, aunque probablemente observaria que
la Tierra deja una sombra redonda en los eclipses de
la Luna y que los barcos se iban hundiendo en el las
aguas del Mediterraneo a medida que se iban alejan-
do de la costa. Quizds también porque la esfera es la
mis bonita de las figuras geométricas, y por ello la
Tierra, el sol, la luna y los otros cuerpos celestes
deben de tener esta forma esférica. Argumentos de
este tipo nos han llegado a través de Aristételes en

su libro De coelo.
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Una vez aceptado que la Tierra tiene forma
esférica es natural preguntarse acerca de su tamario.
Eratéstenes (276-194 a.C.), sabio y bibliotecario de
la biblioteca de Alejandria, que es también conocido
por la criba para hallar nimeros primos y autor de
unos de los mejores mapas del mundo conocido de
la época, calculé la longitud de la circunferencia te-
rrestre. Su argumento es de una sencillez extraordi-
naria. Observé que en Siena, al mediodia del solsticio
de verano, los rayos del sol entraban verticalmente
hasta el fondo de un pozo, mientras que en la ciudad
de Alejandria el sol producia una sombra en un palo
clavado verticalmente en el suelo. Eratdstenes ob-
servé que la inclinacién de la sombra era de 1/50 de
arco de circunferencia. Como Siena y Alejandria
estaban sobre el mismo meridiano y la distancia en-
tre ellas era de unos 5.000 estadios, la Tierra tendria

por tanto una circunferencia de unos

50 x 5.000 = 250.000 estadios.

Figura 2

Aunque ahora no se sabe con certeza, parece
ser que la medida de un estadio corresponde con
nuestra medida actual de 167.7 metros. Luego el
cilculo de Eratdstenes da 250.000 x 167.7 =
41.925.000 metros. Como se ve, no muy lejos de la

realidad. Es realmente un toque de genialidad que a

una persona se le ocurra determinar el tamafio de la
Tierra con solo la sombra de un palito.

La siguiente medida conocida de la Tierra fue
debida al gedgrafo, astrénomo y maestro de Ciceron
Posidonius (135-51 a.C.). Posidonius observé que
cuando la estrella Canopus se veia justo sobre el
horizonte en la ciudad de Rodas, ésta aparecia en lo
alto en Alejandria con una inclinacién de un dngulo
de 1/48 de circunferencia. Como a su vez la distan-
cia entre Rodas y Alejandria era de 5.000 estadios, el
calculo de Posidonius para la circunferencia terres-
tre es de 5.000 x 48 = 240.000 estadios. Algo menos
que le estimacién de Eratdstenes y mis errénea.
Aungque la idea de Posidonius era correcta, no tuvo
en cuenta que cuando la estrella Canopus se ve justo
en el horizonte, estd en realidad més abajo debido a
la difraccion que sufren los rayos de luz al atravesar

la atmésfera.

RODAS
/ 5000 EsTapios
. ALEJANDRiA

(Ianopus

Figura 3

Estas medidas de la Tierra fueron comentadas
por el gedgrafo griego Estrabén (64 a.C.-25d.C.) en
su obra Geographiae. Estrabén criticé el método de
Eratéstenes, y no sélo tomé como mis adecuada la
estimacién de Posidonius, sino que al transcribirla
se equivocé y escribié que esta era de 180.000 !!
estadios.

El error ha tenido su trascendencia ya que fue

aceptado posteriormente por Claudio Ptolomeo

L 68 _J



(100-178) en su obra Geographiae y usado por Cris-
tobal Coldn (1451-1506) en sus cilculos de la dis-
tancia que habria que navegar hacia el oeste para
encontrarse con las Indias. Colén, ademis de dar un
prueba definitiva de que la Tierra no era plana, ha-
llarfa con su viaje una nueva ruta, esta vez por mar,
para enlazar Europa con el rico comercio de telas y
especias de Oriente. Para estimar la distancia usé la
medida de la circunferencia de la Tierra junto con el
tamafio del continente asidtico y de la distancia en-
tre éste y Japon que Marco Polo habia dado. De este
modo calculé que el proyectado viaje seria de unas
3.000 millas mientras que la distancia correcta es de
unas 11.000. En el afio 1484 presentd su proyecto al
rey Juan II de Portugal quién tenia un consejo cien-
tifico asesor en materias de navegacion, la Junta dos
Mathematicos. Portugal llevaba entonces la cabecera
mundial en materia de exploraciones natticas, prin-
cipalmente en las costas africanas del Atldntico. Los
expertos de la Junta, conocedores de que los cilcu-
los de Colén eran demasiado optimistas, desaconse-
jaron entonces la empresa. Como es sabido, Colén
se dirigié entonces a la corte espaiiola de Isabel y
Fernando en busca de financiacion para su viaje. En
Espana, donde quizds debido al fuerte influjo de la
Iglesia y de la Inquisicién los cientificos no estaban
muy bien considerados, aceptaron los argumentos
de Coldn y aprobaron su viaje. Aunque sea materia
de especulacion, Colén sabia probablemente que sus
cilculos no eran correctos, pero queria hacer a toda
costa el viaje de exploracién. Lo curioso del caso es
que se encontré con América justo donde tenia pre-
visto encontrar las Indias, a unas 3.000 millas de la
costa y cuando estaba ya a punto de dar la vuelta de
regreso. La paradoja de todo este asunto es que aho-
ra se hable espafiol y no portugués en practicamente

toda Sudamérica, a excepcién de Brasil.

El interés por la cartografia y la navegacién
crecié espectacularmente en el siglo XVI a conse-
cuencia de los descubrimientos. Para determinar la
posicion de un punto sobre la esfera terrestre pode-
mos usar las coordenadas terrestres (9,0) @ es lo que
se llama latitud y 8 se denomina longitud. Para
establecer un punto de partida, suele tomarse como
8 = 0 el meridiano de Greenwich. La relacién entre
estas coordenadas y las usuales coordenadas

cartesianas del espacio estd dada por

X =2acos @ cos 0
y=acos@sinf
z=asin@

donde 4 es el radio de la Tierra. La latitud se deter-
minaba por la inclinacién o posicion de las estrellas,
principalmente con respecto a la estrella polar. Uno
de los mejores instrumentos para determinar la lati-
tud fue el sextante, inventado por Newton en el aiio
1700. La longitud fue sin embargo mucho mis difi-
cil de determinar, ya que la posicién de longitud
depende del huso horario donde se esté situado so-
bre la Tierra y para ello se necesita el reloj. El pro-
blema de la longitud fue objeto de numerosos pre-
mios y recompensas por parte de los gobiernos eu-
ropeos, sin embargo debido a las dificultades para la
construccidn eficiente de relojes no se tuvo una buena
determinacion de la longitud hasta el s. XVIIL

Un tema interesante de las Matematicas rela-
cionado con este hecho es el estudio de C. Huygens
(1629-1695) sobre los péndulos cicloidales y donde
introdujo los conceptos de involuta y evoluta. En
un péndulo cicloidal, el periodo de oscilacién es
independiente de la amplitud, debido a que la
involuta de una cicloide resulta ser otra cicloide.

Huygens usé admirablemente la ya por entonces

L 69



controvertida cicloide, que se ha conocido luego
como la Helena de la Geometria o también como la
Manzana de la discordia por las numerosas peleas
que ha originado.

Ya desde el s. XIII se utilizaba la brijjula como
instrumento de navegacién. Se pensaba que para ir
desde un punto a otro de la superficie terrestre por
la linea mds corta posible se podia hacer mantenien-
do la proa del barco con un rumbo constante con
respecto a la direccién que marca la brijula. El por-
tugués Pedro Niifiez (1502-1578) fue el primero en
demostrar que esto era falso en su Tratado da sphera
de 1537. Observé que la luego llamada navegacion
loxodrémica, esto es navegar siguiendo la trayecto-
ria de una linea de rumbo constante, o dicho de otra
manera que corta los meridianos por un dngulo cons-
tante, no era lo mismo que la navegacidn
ortodrémica, que es la que une dos puntos por el
camino mds corto posible. De hecho la linea mas
corta entre dos puntos sobre la superficie terrestre
es lo que se llama geodésica y es el circulo maximo
que pasa por los dos puntos, circulo obtenido como
la interseccion de la esfera terrestre con un plano
que pase por los citados dos puntos y el centro de la
esfera. En cambio la loxodroma, esto es, la curva
que corta con un mismo dngulo constante a todos
los meridianos, es en realidad una espiral que se va
enrollando indefinidamente hacia los polos.

Pedro Nufiez estudié en la Universidad de
Salamanca donde se casé en 1523 con Giomar de
Arias, la hija de Pedro Fernindez de Arias. Hizo
notables contribuciones a la ciencia y a la navega-
cién y trabajé como cosmégrafo para el rey de Por-
tugal y como profesor de Matematicas en la Univer-
sidad de Coimbra. Uno de sus mds famosos textos
es el Libro de Algebra que publicé en espaiiol y fue
por mucho tiempo uno de los mejores tratados de

ilgebra de la época. Escribio algunos trabajos de
astronomia en latin y fue conocido también como
poeta.

El problema principal de la cartografia es re-
presentar un pedazo de superficie de la esfera terres-
tre en un mapa plano. Es un hecho matemitico que
no se puede representar fielmente una parte esférica
en un plano de tal manera que se preserven todas
sus propiedades geométricas. Mds precisamente es
un Teorema lo siguiente: No puede haber una co-
rrespondencia uno-uno entre una porcién de esfera
y una porcién de plano que conserve a la vez dngu-
los, dreas y distancias.

Para entender como se puede construir un mapa
imaginemos la superficie del globo terrestre como
una esfera a la que enrollamos un pedazo de papel
plano de tal manera que quede un cilindro tangente
a la esfera a lo largo del ecuador. El eje del cilindro
cortard la esfera en dos puntos, los polos Norte y
Sur respectivamente. S1 O es el centro de la esfera y
P un punto arbitrario sobre ella, el trozo de recta
que empieza por O y pasa P cortari al cilindro en
un sélo punto P’ que serd la imagen de P. De esta
manera a cada punto de la esfera, excepto los polos
Norte y Sur, les corresponded un solo punto P’
sobre el cilindro. Y reciprocamente, dado cualquier
punto P’ sobre el cilindro le corresponde un tnico
punto P sobre la esfera que se proyecta en él. Esto
establece una correspondencia biunivoca entre los
puntos de la esfera, excepto los polos, y los puntos
del cilindro. La imagen asi obtenida es como la som-
bra que se proyectaria sobre el cilindro por los ra-
yos de luz si colociramos una bombilla en O.

Si cortamos ahora el cilindro por una linea pa-
ralela a su eje obtendremos un mapa de la superficie
terrestre. El ecuador aparece como un linea recta y

meridianos igualmente espaciados aparecen como un

L 70 _J



CIRCULD
MAXIMO

sistema de lineas rectas igualmente espaciadas y per-
pendiculares al ecuador.

Otra proyeccién cilindrica distinta se obten-
dria por ejemplo si P’ se obtuviera de P de tal mane-
ra que la recta que une P con P’ fuera perpendicular
al eje de la esfera que une los polos Norte y Sur. En
estas proyecciones cilindricas las regiones cercanas
al ecuador se representan con bastante exactitud,
pero las regiones mis cercanas al polo aparecen mis
deformadas y mis grandes sobre el plano.

Uno de los personajes mds importantes y que
tuvo gran influencia para la posteridad fue Claudio
Ptolomeo de Alejandria. Ptolomeo es conocido por
su su Coleccion Matematica, un tratado de trece
libros que es como la culminacién de todos los co-
nocimientos de la astronomia griega. Contiene una
descripcion detallada del modelo griego de epiciclos
del universo, con parimetros de los movimientos
del sol, la luna y las estrellas. Los drabes lo llamaron

Al-magisti, ¢l mas grande, y desde entonces se le
conoce como el Almagesto.

Referente a lo que aqui nos interesa, Ptolomeo
fue el autor del tratado Geographiae, una compila-
cién de lugares del mundo conocido junto con sus
latitudes y longitudes. Dibujaba los mapas en una
red rectangular donde cada grado de latitud tiene la
misma distancia que un grado de longitud. Introdu-
jo también la llamada proyecaon estereografica, que
conserva los dngulos y por tanto la forma de las
regiones y de las costas. La proyeccién estereogrifica
considerada por Ptolomeo se construye del siguien-
te modo: Dado un punto P sobre la esfera terrestre
tracemos el segmento de linea recta que une P con el
polo Sur §. Este segmento, corta al plano que pasa
por el centro de la esfera y por el ecuador en un
Ginico punto P’, que es por definicion la imagen de P
por la proyeccién estereografica.

Una proyeccién que conserve dngulos se llama
conforme y la proyeccion estereogrifica es como el
prototipo de aplicacion conforme en variable com-
pleja, ya que obtiene el plano complejo como repre-
sentacion conforme de la llamada esfera de Riemann.

Es de destacar que posteriormente durante el
s. XIV, fue famosa la escuela de cartografia mallor-
quina, en especial los judios Abraham y su hijo Jafuda
Cresques, por sus excelentes mapas portolanos, donde
los distintos puertos estin conectados por lineas rec-
tas, lineas que son el rumbo que marca la brijula.

En un drea relativamente pequefia del globo
terrestre como pueda ser el mar Mediterrineo, estos
mapas son mds 0 menos correctos para la navega-
cién. Sin embargo en la época de las grandes explo-
raciones los errores de navegacion debido a la in-
exactitud a grandes latitudes eran manifiestos. Hacia
falta un mapa que fuera ficil de manejar por los
navegantes. Esto principalmente significa que las
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rutas tomadas con una inclinacién constante con
respecto de la direccion que marca la brijula, esto es
las lineas de rumbo o loxodromas, se representen
como lineas rectas en el mapa que conecten los pun-
tos de partida y de llegada. La historia de la cons-
truccién de este mapa es interesante y fue el origen
del descubrimiento de la formula de la integral de la

secante
jsecede—lnltan(2+i)]+c
- 2 4

Comprobar esta formula es ahora facil, basta por
ejemplo con derivar la parte de la derecha para, des-
pués quizis de una sencilla manipulacién
trigonométrica, comprobar que se obtiene sec 6. El
interés de esta historia, tal como describiremos a
continuacion, radica en que ésta fue descubierta ex-
perimentalmente mucho antes del descubrimiento
~ del cilculo diferencial ¢ integral por Newton y
Leibniz en la segunda parte del siglo XVIL.

El primero que construy6 un mapa donde las
lineas de rumbo aparecian como rectas fue el carté-
grafo holandés Gerardus Mercator (1512-1594), de
nombre latino Gerad Kremer, que publicé el famo-
$0 y para nosotros ahora familiar mapa mundi en
1569 Nova et aucta orbis terrae descriptio.

En el caso de la proyeccion de Mercator, se
requiere que las lineas que forman dngulo constante
con los meridianos aparezcan como rectas en el mapa.
Por lo tanto las imdgenes de tales meridianos tienen
que ser rectas paralelas en el plano y si queremos
que el mapa conserve dngulos, las imigenes de los
paralelos sobre la esfera tendrén que ser rectas para-
lelas y perpendiculares a las anteriores.

En la figura siguiente, que representa un peda-
zo de la esfera, AB es el ecuador, C es el centro de la
Tierra y T el polo Norte. El paralelo de latitud 6 es

una circunferencia con centro en P que incluye el
arco MN entre los meridianos AT y BT. Entonces
BC y NP son paralelos y los «tridngulos» ABC y
MNP son semejantes, por tanto

AB BC _ NC
MN T N T wp O E

De donde
AB = MN sec 0

Si ponemos AB sobre el mapa y queremos que
la imagen de MN tenga la misma longitud, entonces
debemos estirar MN por el factor sec 6. Para que el
mapa conserve angulos debemos estirar por igual no
sélo horizontalmente sino también verticalmente por
sec 6. Sin embargo la correccién es distinta para
cada latitud 6y por tanto si D(6) es la distacia al
ecuador de un punto sobre el paralelo de longitud 6,
el pequeio incremento vertical infinitesimal D con

que debemos aumentar el correspondiente incremen-
to d6 de Oes

dD= sec do

CENTRO DE LA TIERRA

Figura 5
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Por tanto la distancia sobre el mapa desde el ecua-

dor al paralelo de latitud 6 debe ser
[¢]
D(8) IC sec0dO

Mis o menos siguiendo estas ideas, pero sin la preci-
sién matemitica y tanteando empiricamente,
Mercator construyé el mapa que ahora lleva su nom-
bre.

Posteriormente en 1599 el inglés Edward Wright
(1561-1615) publica Certaine Errors in Navigation
... Detected and Corrected, donde da la descripcion
matematica que hemos expuesto anteriormente, aun-
que con un lenguaje distinto ya que todavia no se
habia descubierto el cilculo integral. Wright descri-
be como calcular D(6) como una perpetua adicion

de secantes:

the parts of the meridian at eurery poynt of
latitude must needs increase with the same
proportion wherewith the Secantes or
hypotenusae of the arke, intercepted betweene
those pointes of latitude and the aequinoctiall
[equator] do increase. ... For ... by perpetuall
addition of the Secantes answerable to the latitu-
des of each point or parallel vnto the summe
compounded of all former secantes, ... we may
take a table which shall shew the sections and
points of latitude in the meridians of the nautical
planisphaere: by which sections, the parallels are

to be drawne.

- Como se ve Wright da un método para calcular
la integral de la secante D(6) como una especie de
suma de Riemann y publicé una tabla para latitudes
por debajo de 75°. Wright no sélo dio este método
para construir e interpretar con precision el mapa de

Mercator sino que encontré un sencillo modelo fisi-
co. Consideremos el cilindro tangente a la esfera
terrestre por el ecuador e imaginemos la esfera como
si fuera un globo inflable. Al ir llenando el globo de
aire, identifiquemos los puntos sobre la Tierra con
los puntos sobre el cilindro que entran en contacto.
De esta forma se va estirando de la misma forma
tanto en horizontal como en vertical. Si finalmente
desenrollamos el cilindro, nos encontramos con el
mapa de Mercator.

Los logaritmos fueron inventados por John
Napier (1550-1617) en 1614. En su primera apari-
cién fueron unas tablas por medio de las cuales se
podian sustituir multiplicaciones por sumas, utili-
zando el hecho de que el logaritmo de un producto
es la suma de logaritmos. Esto simplificaba enorme-
mente y reducia el error de los largos cilculos
trigonométricos entonces usados es astronomia. A
partir de entonces fueron apareciendo numerosas
tablas de logaritmos de funciones trigonométricas.
En 1640, Henry Bond (1600-1678), un profesor de
Matemiticas y navegacion, observé accidentalmente
la extraordinaria analogfa entre los valores de las
tablas de la integral de la secante D(6) con los valo-
res de los logaritmos neperianos de tangentes y con-
jeturd en 1645 que

D@®) = In Ilan(g—-b %H

La conjetura fue ampliamente conocida y su demos-
tracién constituyd uno de los mds importantes retos
al mundo matemdtico de mitad del siglo diccisiete.
La relacién fue finalmente probada por James
Gregory (1638-1675) en 1668. Otras pruebas poste-
riores fueron debidas a Isaac Barrow (1630-1677) en
1670, John Wallis (1616-1703) dio una solucién usan-
do series en 1685 y Edmond Halley (1656-1742)

simplificd el problema en 1695, demostrando pri-
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mero que la imagen de una loxodroma por la pro-
yeccion estereogrfica es una espiral logaritmica y
usando luego un argumento de series. Halley es co-
nocido por el famoso cometa que lleva su nombre.
Habiendo éste aparecido en 1531, 1607 y 1682,
Halley predijo correctamente que volveria a apare-
cer en 1758. Es conocido también por haber publi-
cado los Principia de Newton, donde entre otras
cosas se dio a conocer la ley de la gravitacién uni-
versal,

Es también interesante observar que Thomas
Harriot (1560-1621) dio con la solucién del proble-
ma matematico de Mercator mucho antes entre 1580
y 1590. Sin embargo sus trabajos referentes a este
tema no fueron publicados y se han hallado en el
afio 1953 entre sus papeles manuscritos, que forman
unos ocho volimenes y se encuentran depositados
en el Museo Britinico. En sus argumentos prueba
también que la imagen de la loxodroma por la pro-
yeccion estereografica es una espiral logaritmica y
luego con un argumento geométrico muy original
hallé su longitud, siendo esta la primera vez en la
historia que se halla la longitud de una curva.

Harriot trabajaba como asesor cientifico y na-
val y se le considera como el fundador de la escuela
inglesa de algebristas. Su trabajo mds conocido es
Artis analyticae praxis, donde trata de las ecuaciones
de segundo, tercer y cuarto grado, relaciones entre
coeficientes y raices, etc. Fue publicado unos diez
afios después de su muerte. Harriot formé parte en
1585 de una expedicion para explorar y hacer mapas
del Nuevo Mundo en la entonces llamada Virginia,
ahora North Carolina, en los Estados Unidos. Su
muerte fue debida a una dlcera cancerosa en su tabi-
que nasal izquierdo, provocada por la inhalacién de
tabaco, hibito que aprendié de los Indios en su via-
je. Es por ello quizds también la primera muerte que

se ha registrado en la historia por el hecho de fumar.

Como todavia no se conocian los logaritmos, la
espiral logaritmica se llamaba entonces la espiral
equiangular, ya que estaba caracterizada por la pro-
piedad de que los radios vectores p cortan la curva
por un dngulo constante ¢. Aparece por primera vez
en una carta de Descartes a Mersenne en 1638. Fue
ampliamente estudiada por Jakob Bernoulli (1654-
1705), quién escribié su ecuacion en coordenadas

polares (r, 6) como
Inr=48

de donde el nombre de la curva. Actualmente se
suele escribir en su forma equivalente r = ¢, La
espiral tiene numerosas propiedades interesantes, y
es invariante bajo un gran variedad de transforma-
ciones. Jakob Bernoulli estaba tan entusiasmado con
la curva que la mandd inscribir en su tumba junto
con la inscripcion Eadem mutata resurgo («Aunque
cambiada, siempre resurgiré la misma»).

Para terminar este articulo vamos a exponer el
argumento de Harriot para calcular la longitud y el
drea de la espiral logaritmica. No teniendo los re-
cursos del cdlculo Harriot utiliz6 una ingeniosa idea
geométrica junto con un argumento de paso al limite.

Su construccién estd ilustrada en la figura. Con-
sideremos por ejemplo la espiral de dngulo ¢ = 55°
que esté aproximada por una poligonal s, s,, s,,...
adaptada a la espiral. Al conectarlos vértices de esta
poligonal con el origen P obtenemos una sucesién
de tridngulos T, T,, T,, ... que pueden reagruparse
hasta formar el tridngulo isésceles de base  y ingu-
los base de 55°, ABT, cuya drea es por tanto igual al
drea encerrada por la espiral. Ademds

BT+ AT =5,+s,+5,+ ...

«»



55 T
3 51 Sy Sg

Figura 7

es igual a la longitud de la espiral. Lo curioso es
que si hacemos aproximacién a la espiral por una
poligonal de segmentos mis cortos s’, s, 8", ... ¥
repetimos el proceso entonces obtenemos el mis-
mo tridngulo ABT. Luego la longitud y el drea
encerradas por la nueva poligonal sigue siendo la

misma. Como la poligonal tiende hacia la espiral
logaritmica al hacer los segmentos cada vez mis
pequefios resulta por tanto que la longitud de esta
espiral es BT+AT y que el drea que encierra es la
del tridngulo ABT.
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Las matemiticas ocupan un lugar principal en la escuela. Las matematicas tienen esta importan-
cia por formar una parte de nuestra cultura y por ser ademds una de las pocas asignaturas que hacen
pensar al estudiante. Siguiendo este objetivo y para hacer nuestras clases mds amenas e interesantes
proponemos usar temas e ideas provenientes de la Historia de las Matemiticas. Se expone como
ejemplo el desarrollo histérico de la cartografia y de la navegacién.

Palabras clave: planes de estudio, problemas clisicos, medida de la Tierra, mapas, proyeccién de
Mercator, espiral logaritmica.

Abstract

Mathematics play an important role at school. Mathematics have this relevance because they are
part of our culture and also because they are one of the few subjects that force our students to think.
Accadingto this objetive and in order to make our clases more enjoyable and interesting we propose
to use themes and ideas coming from the History of Mathematics. As an example we expose the
historical development of cartography and navigation.

Key words: course programs, classical problems, measurament of the Earth, maps, Mercator’s
projection, logarithmic spiral.
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